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1 Röntgenstrahlung1 Röntgenstrahlung1.1 Entde
kungIm Jahre 1895 untersu
hte Wilhelm Conrad Röntgen die Eigens
haften von Gasentladungsröh-ren. Dabei bemerkte er, dass bei jeder Gasentladung auÿerhalb der Röhre auf einem Leu
hts
hirmFluoreszenzers
heinungen auftraten. Er erkannte, dass die Ursa
he dafür eine neue Art von Strah-lung sein musste, deren Existenz bis dahin unentde
kt blieb. Der Tag der Entde
kung wurde vonihm auf den 08.11.1895 datiert. In der englis
hspra
higen Literatur hat si
h die vom Entde
kerselbst vorges
hlagene Bezei
hnung X-Strahlen dur
hgesetzt. Im deuts
hspra
higen Raum wird dieStrahlung aber meist na
h ihrem Entde
ker benannt: Röntgenstrahlung. Röntgen selbst führte ers-te Untersu
hungen zur Bestimmung der Eigens
haften der neuen Strahlung dur
h und erkannte,dass sie optis
h opaque Materialien zu dur
hdringen vermag. Den Na
hweis des elektromagne-

Abb. 1.1: Versu
hsaufbau na
h v. Friedri
h, Kipping und v.Laue - Quelle: [Lau13℄tis
hen Wellen
harakters der Strahlung erbra
hten aber erst von Laue, Friedri
h und Knipping1912 dur
h Beugungsversu
he an Kristallen. Abb. 1.1 zeigt den Aufbau der historis
hen Messan-ordnung, wie sie von Kipping und Friedri
h verwendet wurde.Wie weiter unten bes
hrieben lieferte die verwendete Röntgenröhre die nötige poly
hromatis
heRöntgenstrahlung. Diese wurde dur
h eine mit vers
hiedenen Blenden versehene Bleiwand aufden untersu
hten Kristall kollimiert. Der Kristall selbst war an einem Goniometer in vielen Frei-heitsgraden drehbar befestigt. Die Photoplatte diente zur Detektierung. Zwei der verö�entli
htenPhotographien sind in Abb. 1.2 dargestellt.Die Verö�entli
hung der Arbeiten erfolgte 1913 in den Annalen der Physik und bereits 1914erhielt Max von Laue als Initiator dieser Arbeiten den Nobelpreis für Physik.Die Laue-Methode wird au
h heute no
h unter Verwendung konventioneller Röntgenröhren zurKristallorientierung (d.h. Bestimmung der Lage von kristallographis
hen Ri
htungen bezügli
häuÿerer Kristall�ä
hen) verwendet. Hierzu ist es notwendig, die Laue-Symmetrie des Beugungs-bildes zu erkennen. Die Verfügbarkeit von Syn
hrotrons als Quellen von Röntgenstrahlen (Strah-lungseigens
haften: extrem hohe Intensität, breites nutzbares Spektrum, kleine Divergenz) hat diePerspektiven der Laue-Methode in Ri
htung zeitaufgelöster Strukturbestimmung erweitert. Dasin diesem Beitrag vermittelte Basiswissen hat au
h für diese Anwendungen Aktualität.4



1.2 Erzeugung

Abb. 1.2: Historis
he Laue-Aufnahmen eines Kupfervitrolkristalls1.2 ErzeugungRöntgenstrahlen sind energierei
he Quanten elektromagnetis
her Strahlen imWellenlängenberei
hzwis
hen 1 pm und 1 nm. Das entspri
ht dem Energieberei
h von 1 MeV bis 1 keV. Zu niederen

Abb. 1.3: Elektromagnetis
hes Spektrum; Quelle: �Gebändigtes Li
ht�,Themenheft der DPG und des BMBF, 06/2000Energien hin s
hlieÿt si
h im elektromagnetis
hen Spektrum (Abb. 1.3) das Gebiet der hartenUV-Strahlung (EUV) an, bei höheren Energien ab 100 keV spri
ht man von Gamma-Strahlen,wenn die Strahlung bei Kernübergängen erzeugt wird. 5



1 RöntgenstrahlungDie relativ zum si
htbaren Li
ht groÿe Energie der Röntgenstrahlung bewirkt eine gute Dur
h-dringungsfähigkeit materieller Körper. Zusammen mit der Eigens
haft, Sto�e zur Fluoreszenzanzuregen und fotogra�s
he Platten zu s
hwärzen, kam es re
ht s
hnell zu einer verbreiteten An-wendung der na
h seinem Entde
ker benannten Te
hnik des �Röntgens� in Medizin und Te
hnik.Elektromagnetis
he Strahlung wird immer dann abgestrahlt, wenn geladene Teil
hen bes
hleu-nigt werden. Dies passiert z. B. in einem Syn
hrotron dur
h die Ablenkung von Elektronen inmagnetis
hen Feldern oder einfa
h dur
h das Abbremsen von Elektronen in einem Festkörper wiees bei der Röntgenröhre genutzt wird. Abb. 1.4 zeigt eine sol
he Röntgenröhre. An der Katho-

Abb. 1.4: Prinzipieller Aufbau einer Röntgenröhrede werden mittels Glühemission freie Elektronen erzeugt und dann in einem Ho
hspannungsfeld(10 kV-300 kV) bes
hleunigt. Beim Auftre�en auf die Anode werden die Elektronen in einem odermehreren Stoÿprozessen abgebremst und verlieren ihre kinetis
he Energie
Ekin =

1

2
me · v

2 = e · U (1.1)Ein bestimmter Teil dieser Energie wird in Form von Röntgenstrahlung emittiert, der gröÿte Teilder Energie bewirkt aber ledigli
h eine Erwärmung des Anodenmaterials. Um eine hohe Röntgen-leistung zu erzielen, müssen die Anoden der Röntgenröhren deshalb gekühlt werden. VerwendeteAnodenmaterialien sind Kupfer, Molybdän, Silber oder Chrom werden eingesetzt. Die Ausbeutean Röntgenbremsstrahlung ist bei Elementen mit hoher Ordnungszahl Z wegen Strahlungsleistung
I ∼ Z2 besonders ho
h. Aufgrund der Luftabsorption liefert Kupfer dabei die beste Emissions-leistung der genannten Anodenmaterialien.Eine theoretis
he Bes
hreibung dieser Bremsstrahlung erfolgt aufgrund des Lienard-Wie
hert-Potentials:

ϕ(x, t) =

∫

V

∫
̺(x′, t)
|x− x′| · δ(t′ − t−

|x− x′|
c

) dx′ dt (1.2)Für eine Punktladung lässt si
h dieses Potential no
h elementar bere
hnen und man erhält für6



1.2 Erzeugungdie Strahlungsfelder:E(x, t) =
e

c2




1 − β

R− ~β ·R (R− ~β ·R
)

+
R×

(R×
(

~β ·R
)
× v̇)

R− ~β ·R 

 (1.3)B(x, t) =
R
R

×E(x, t) (1.4)Dabei ist R = x− x′ = x− r(t′). Im Fall der Bremsstrahlung vers
hwindet der Anteil ~β × v̇ undder Betrag des zugehörige Poyting-Vektor ergibt si
h zu:
|S| = S =

c

4π

e2

c4
v̇2

R2
·

sin2(ϑ)

(1 − β · cos(ϑ))6
(1.5)Dabei ist ϑ der Winkel zur anfängli
hen Bewegungsri
htung des Elektrons und β = v/c seine zur
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Abb. 1.5: Bremsstrahlungs
harakteristikaLi
htges
hwindigkeit normierte Ges
hwindigkeit. Die Funktion ist in Abb. 1.5 für drei vers
hie-dene Werte für β dargestellt. Auÿerdem ist eine s
hematis
he Skizze des emittierten Spektrumsabgebildet. Man erkennt, dass das Spektrum wegen bei einer Grenzwellenlänge λmin beginnt. Dasbedeutet, dass bei gegebener Bes
hleunigungsspannung keine Strahlung mit Wellenlängen emit-tiert wird, die kleiner als λmin sind. Photonen mit dieser Wellenlänge werden genau dann erzeugt,wenn die gesamte kinetis
he Energie des Elektrons (1.2) zur Erzeugung eines Photons genutztwird. Demna
h gilt:
λmin =

2π · ~ c

~ω

=
2π · ~ c

Ekin
λmin =

2π · ~ c

eU
(1.6)

⇒ λmin[Å] ≈
12, 4

U [keV]
(1.7)7



1 RöntgenstrahlungDas Bremsstrahlungsspektrum ist no
h dur
h das so genannte 
harakteristis
he Spektrum über-lagert. Es entsteht, wenn die bes
hleunigten Elektronen im Anodenmaterial gebundene Elektronenfreisetzen. Es bleibt ein angeregtes Atom, das unter Emission von 
harakteristis
hen Wellenlän-gen wieder in den Grundzustand zurü
kkehrt. Diese 
harakteristis
he Strahlung hat eine geringespektrale Bandbreite und ist deswegen sehr intensiv. Dieser Anteil ist für diesen Versu
h vonuntergeordneter Bedeutung, au
h wenn er viellei
ht der Grund sein kann, das vers
hiedene Beu-gungsordnungen eine sehr stake Intensität aufweisen.1.3 Eigens
haftenDass Röntgenstrahlung aufgrund ihrer höheren Energie tiefer in Materie eindringt als Li
ht, hatwie erwähnt bereits Röntgen selbst entde
kt. Um die We
hselwirkungen der Röntgenstrahlungmit Materie hinlängli
h zu bes
hreiben, müssen folgende E�ekte betra
htet werden: Absorpti-on, Streuung, Erzeugung von Sekundärstrahlung, Paarbildung, Ionisation und Lumineszenz sowieBeugung und Bre
hung. Es sollen hier auss
hlieÿli
h die letzten beiden der genannten E�ekte be-handelt werden, da diese für das Verständnis des Laue-Verfahrens wesentli
h sind und verweisenim übrigen auf die eins
hlägige Literatur [Gru93℄.Um Beugungse�ekte zu beoba
hten, muss die Wellenlänge der Strahlung und die Abmessungendes Objektes, an denen die Strahlung gebeugt werden soll, von glei
her Gröÿenordnung sein. ImBerei
h des �Si
htbaren Li
htes� haben wir es mit Wellenlängen von 400 - 700 nm zu tun, dietypis
hen Abmessungen eines Beugungsgitter müssen in der glei
hen Gröÿenordnung liegen, wasfür Ritzgitter zu typis
hen Werten von einigen 1000 Linien/mm führt. Die Linienabstände einesBeugungsgitters für den Röntgenberei
h lägen gemäÿ dieser Re
hnung in der Gröÿenordnung derAtomabstände, denn die Wellenlänge ist typis
herweise um den Faktor 1000 kleiner als im si
ht-baren optis
hen Berei
h. Ein sol
hes Gitter lässt si
h ni
ht mehr künstli
h herstellen. Vielmehrbilden die Atome eines Kristalls selbst das Gitter. Diesen Zusammenhang haben bereits Max vonLaue, W. Friedri
h und P. Knipping 1912 erkannt. In ihrem historis
hen Experiment nahmensie die ersten Beugungsbilder von Kristallen im Röntgenberei
h auf. Analog den Vorgängen beieinem optis
hen Gitter wird bei Bestrahlung eines Kristalls (der hier als räumli
hes Gitter fun-giert) mit poly
hromatis
her Strahlung diese Strahlung in Abhängigkeit der Wellenlänge unterunters
hiedli
hen Winkeln abgelenkt. Konkret kann man si
h dies dur
h folgendes Modell ver-ans
hauli
hen: Die Röntgenstrahlung regt jedes Elektron im Kristall zu S
hwingungen an. JedesElektron ist also erneut Ausgangspunkt von Röntgenstrahlung. Dabei s
hwingen die Elekronenni
ht automatis
h in Phase, da sie dur
h ihre unters
hiedli
he Lage im Kristall zu vers
hiedenenZeiten von der Primärstrahlung getro�en wurden. Erst unter besonderen Bedingungen überlagernsi
h die Wellenzüge der Sekundärstrahlung in konstruktiver Weise. Wir erhalten also Interferenz-bedingungen ähnli
h denen im optis
hen Berei
h. Die Interferenzbedingungen sind hier natürli
hdur
h die dreidimensionale Gitterstruktur komplizierter. Insbesondere spielen die Anordnung derAtome im Kristall und die Orientierung des Kristallgitters relativ zur Einfallsri
htung eine ent-s
heidende Rolle. Dies wird im Laue-Verfahren zur Bestimmung der Symmetrieeigens
haften desKristalls genutzt. Wir werden später auf die genauen Zusammenhänge und das Entstehen desBeugungsbildes ausführli
h eingehen.1.4 DetektionDer Na
hweis von Röntgenstrahlung kann prinzipiell dur
h jede messbare We
hselwirkung derRöntgenstrahlung mit Materie ges
hehen. Beispielsweise ionisiert Röntgenstrahlung die Moleküle8



1.5 Strahlens
hutzder Luft und verursa
ht deshalb indirekt den Abbau eines elektris
hen Feldes zwis
hen zwei Kon-densatorplatten, wenn es die Luft zwis
hen diesen Platten dur
hdringt. Dieses Grundprinzip wirdau
h für die bekannten Zählrohre na
h Geiger und Müller (�Geigerzähler�) verwendet.Auf einem anderen Prinzip beruht der Szintillationszähler. Hier regen die Röntgenstrahlen ineinen Kristall (meist mit Thallium dotiertes Natriumjodid) Lumineszenzvorgänge an. Die dabeientstehenden optis
hen Photonen tre�en auf eine Photokathode, lösen in dieser Elektronen aus,und diese werden dann über eine Spannungskaskade verstärkt (Sekundärelektronenvervielfa
her).Da die Höhe des Spannungsimpulses von der Energie der Röntgenstrahlung abhängt, lässt si
h beigenügend kurzer Abklingzeit des Kristalls neben der Strahlungsintensität au
h die spektrale Ver-teilung detektieren. Für viele Versu
he ist aber eine räumli
he Au�ösung des Strahlungsmusterserforderli
h. Dies kann dur
h dreierlei Prozesse bewerkstelligt werden:
• Ein lumineszierender S
hirm wird der Strahlung ausgesetzt, und das dabei entstehendevisuelle Bild wird abfotogra�ert oder ge�lmt. Diese Methode ist jedo
h veraltet und wirdheute ni
ht mehr eingesetzt.
• Eine Fotoemulsion wird der Strahlung ausgesetzt. Je na
h Aufbau des Films sind die Pro-zesse, wel
he die S
hwärzung der Emulsion bewirken, ähnli
h denen im optis
hen Spek-tralberei
h. Allerdings verläuft die S
hwärzungskurve, also jener Zusammenhang zwis
henBeli
htungszeit und S
hwärzungsgrad, anders als im Visuellen.
• Das mittels eines Bildverstärkers aufbereitete Bild wird mit einer CCD-Kamera aufgenom-men. Dies erlaubt eine direkte Umsetzung der räumli
h aufgelösten Röntgenstrahlung in einelektronis
h verarbeitbares Bild.
• Das �Imageplate System� ist dem Na
hweis mittels einer Fotoemulsion sehr ähnli
h. DasImagaplate besteht aus einem polymeren Material, in dem dur
h die RöntgenstrahlungDefekte erzeugt werden. Diese Defekte sind unter normalen Bedingungen stabil und �uo-reszieren bei 
harakteristis
hen Wellenlängen. Mittels eines speziellen S
anners kann so dasBeugungsbild registriert werden. Dieses System wird bei diesem Versu
h verwendet.1.5 Strahlens
hutzDas Arbeiten mit Röntgenstrahlung hat bei Übers
hreiten der gesetzli
hen Grenzwerte gesund-heitli
he S
hädigungen zur Folge. Neben akuten S
hädigungen, die dur
h hohe Strahlungsexposi-tionen hervorgerufen werden und si
h in Hautverbrennungen, Haarausfall und Bluts
hädigungen(S
hleimhautblutungen) manifestieren, sind no
h Späts
häden und Erbguts
hädigungen relevant.Erstere äuÿern si
h beispielsweise dur
h Karzinombildung (Krebs), S
hädigung der blutbildendenOrgane und eine Anfälligkeit gegenüber Infektionen. Sie werden meist dur
h langfristiges Einwir-ken kleinerer Strahlungsmengen hervorgerufen. Erbguts
hädigungen können hingegen au
h dannauftreten, wenn die Strahlendosis so gering ist, dass sie keine na
hweisbaren S
hädigungen ande-rer Art hervorrufen. Es ist deshalb unabdingbar, bei der Arbeit mit Röntgenstrahlung Umsi
htwalten zu lassen und si
h keinen unnötigen Strahlungsmengen auszusetzen. Versu
hsaufbautensind strahlungssi
her abges
hirmt. Die Strahlens
hutzverordnung und insbesondere die Röntgen-verordnung regeln die grundlegenden Si
herheitsvors
hriften und die zulässigen Strahlungsdosen.Weiter gehende Literatur ist in der Standardliteratur zu �nden. 9



2 Bes
hreibung von Kristallen2 Bes
hreibung von KristallenWie im Abs
hnitt 1.3 angedeutet, müssen für eine Beugungsstruktur im Röntgenberei
h regelmä-ÿige submikroskopis
he Strukturen vorhanden sein. Diese Regelmäÿigkeit muss über, im Verhält-nis zu den Atomabständen, groÿen Volumenberei
hen gegeben sein, um Interferenzers
heinungender Strahlung zu ermögli
hen. Amorphe Festkörper zeigen keine sol
he Regelmäÿigkeit und sindfür Röntgenstrukturuntersu
hungen im Allgemeinen ni
ht brau
hbar. Kristalline Körper hinge-gen weisen selbst in makroskopis
hen Volumina regelmäÿige Strukturen auf und sind für sol
heUntersu
hungen geeignet. Die Bes
hreibung der vers
hiedenen Kristallsysteme und ihrer zugrun-deliegenden Symmetrieeigens
haften ist Thema dieses Kapitels.2.1 Koordinatensysteme und Netzebenen
PSfrag repla
ements

α
β

γ
x

y

z

ab

Abb. 2.1: Einheitszelle einesKristalls: Die Basisvek-toren werden mit [a,b, 
℄ oder mit [a1, a2,a3℄ bezei
hnet. a undb s
hlieÿen den Win-kel γ ein, b und 
 denWinkel α und 
 und aden Winkel β. Die Län-gen der Basisvektorennennt man au
h Git-terkonstanten.Die Regelmäÿigkeit der Kristalle äuÿert si
h darin, dass si
h eine bestimmte Kon�guration vonAtomen - ein Gitterpunkt - im Kristall immer wieder wiederholt. Die kleinste Kon�guration vonsol
hen Gitteratomen nennt man die kristallographis
he Einheitszelle (siehe Abb. 2.1). Die Gitter-punkte der Einheitszelle werden dur
h Basisvektoren verbunden. Die Periodizität eines Kristallsverlangt nun, dass man den Kristall an si
h dur
h Reproduktion der Elementarzelle und Trans-lation entlang in Ri
htung der Basisvektoren vollkommen aufbauen kann.Weder in der Natur no
h im Labor werden Kristalle stets die Gestalt der Einheitszelle haben.Stattdessen lassen si
h die Auÿen�ä
hen des makroskopis
hen Kristalls gewissen Netzebenen zu-weisen. Diese S
hnittebenen dur
h den Kristall, für die der Kristall erneut eine Periodizität auf-weist, s
hneiden die dur
h Ri
htungen der Basisvektoren de�nierten A
hsen des neuen Koordina-tenssystems in den Punkten ao, bo und 
o (siehe Abb. 2.2). Es sei hier angemerkt, dass ao, bo und
o keine ganze Zahlen sein müssen. Oftmals wird allerdings ein sol
hes Zahlentripel angegeben, sodass alle drei Zahl ganze Zahlen sind.2.2 Reziprokes Gitter und Millers
he IndizesDas reziproke Gitter ist eine mathematis
he Konstruktion, die für die Indizierung von Netzebenenund die Ans
hauung der Röntgenstreuung sehr von Nutzen ist.10



2.2 Reziprokes Gitter und Millers
he Indizes
Abb. 2.2: Netzebene ei-nes Kristalls: Diedargestellte Netze-bene s
hneidet dieVerlängerungen derBasisvektoren in denPunkten ao, bo und 
o.Für glei
h orientierteNetzebenen ist dasVerhältnis ao:bo:
ostets konstant. R istein beliebiger Vektor,der vom Ursprungauf die Netzebenezeigt, und N ist derNormalenvektor aufdie Netzebene.

PSfrag repla
ements a ao

b bo

o R N

Die reziproken Gittervektoren sind de�niert dur
h die folgenden Bestimmungsglei
hungen:a · a⋆ = 2π b · b⋆ = 2π 
 · 
⋆ = 2πb · a⋆ = 0 
 · b⋆ = 0 a · 
⋆ = 0
 · a⋆ = 0 a · b⋆ = 0 b · 
⋆ = 0
(2.1)Eine Lösung dieses Glei
hungssystems ist dur
h die folgenden De�nitionsglei
hugen gegeben:a⋆ = 2 π

VEZ · b× 
b⋆ = 2 π
VEZ · 
× a
⋆ = 2 π
VEZ · a× b mit VEZ = a · (b× 
) (2.2)(2.3)Da die Basisvektoren linear unabhängig sind und deswegen au
h die reziproken Gittervektoren,kann man jeden Vektor in beiden Systemen parametrisieren. R = u·a+v ·b+w ·
 sei ein beliebigerVektor, der auf die Gitternetzebene in Abb. 2.2 zeigt, und N = 1

2π
· (n1 · a⋆ + n2 · b⋆ + n3 · 
⋆)der normierte Normalenvektor auf die Ebene.Für den Abstand D des Ursprungs zur dargestellten Netzebene gilt dann:

D = R ·N = n1 · u+ n2 · v + n3 · w (2.4)Nun sind dur
h die S
hnittpunkte mit den Kristalla
hsen drei Punkte der Netzebene Ri bekannt,so dass man (2.4) bezügli
h dieser drei Punkte abwandeln kann:
D = n1 · ao = n2 · bo = n3 · 
o (2.5)11



2 Bes
hreibung von KristallenAlle vier Glei
hungen (2.4) und (2.5) ergeben zusammen die Netzebenenglei
hung:
hu+ k v + l w = m (2.6)Dabei ergeben si
h h, k und l dur
h mao

, mbo

, bzw. m
o

mit geeignetem m als ganze Zahlen. Mankann weiter zeigen, dass dur
h (2.6) die m-te Netzebene ab der Netzebene dur
h den Ursprunggegeben ist. Der Vektor G = h · a⋆ + k · b⋆ + l · 
⋆ (2.7)heiÿt reziproker Gittervektor und steht senkre
ht auf der betra
hteten Netzebene und 
harakteri-siert die Ebene damit mit (2.6) vollständig. Abb. 2.3 zeigt drei Beispiele für Netzebenen mit denzugehörigen Millers
hen Indizes.2.2.1 Winkel zwis
hen zwei NetzebenenDer Winkel zwis
hen zwei Netzebenen ist de�niert dur
h den Winkel, den die Normalen auf denEbenen eins
hlieÿen, d.h. es gilt:
cos(ψ) =

G1 ·G2

G1G2
(2.8)2.2.2 NetzebenenabtandNimmt man die Interpretation von m hinzu kann man auÿerdem den interplanaren Gitterabstandzwis
hen zwei Netzebenen bere
hnen. In der quadratis
hen Form ergibt si
h:

d2
hkl =

1

G2
hkl

=
1

(h · a⋆ + k · b⋆ + l · 
⋆)2
(2.9)PSfrag repla
ements ââ â b̂b̂ b̂


̂
̂ 
̂S
hnittp.: (321)Miller: [236℄ S
hnitt.: (311)Miller: [133℄ S
hnittp.: (001)Miller: [001℄
Abb. 2.3: Beispiel für drei Netzebenen mit den zugehörigen Millers
he Indizes. DieBasisvektoren sind in allen drei Fällen vers
hieden, so dass ein Verglei
h derIndizes zum Verglei
h der Ebenen ni
ht ausrei
ht.

12



2.2 Reziprokes Gitter und Millers
he IndizesKoordinatensystemEigens
haften einfa
h raumzentriert allseitig einseitig�ä
henzentriertkubis
h
a = b = c

α = β = γ = 90◦

trigonal
a = b = c

α = β = γ = 120◦

Für α = β =
γ = 60◦entspri
htdas trigonaleGitter demalls. �ä
henz.kubis
henGittertetragonal

a = b 6= c
α = β = γ = 90◦hexagonal

a = b 6= c
α = β = 90◦

γ 6= 90◦orthorhombis
h
a 6= b 6= c

α = β = γ = 90◦monoklin
a 6= b 6= c

α = γ = 90◦ 6= βtriklin
a 6= b 6= c
α 6= β 6= γTab. 2.1: Die 14 Bravaisgitter: Zur Identi�kation der Gitterkonstanteund Winkel siehe au
h Abb. 2.1 13



2 Bes
hreibung von Kristallen2.3 Symmetrieoperationen, Bravaisgitter und PunktgruppenSymmetrieoperationen sind Transfromationen eines Systems, die die Gestalt des Systems unver-ändert lassen. Die Symmetrieoperation der Translation ist eine notwendige Symmetrieopertion,die auf jeden Kristall angewendet werden kann. Daneben gibt es folgende Symmetrieoperationen:
• Spiegelung (m): Die Spiegelung erfolgt an einer de�nierten Spiegelebene
• Drehung (2, 3, 4, 6): Es gibt 2-,3-, 4- und 6-zählige Dreha
hsen, d.h. das System geht beiDrehung um 360◦/x in si
h selbst über.
• Inversion (1): Die Inversion kehrt alle Raumkoordinaten um.Diese Symbole werden im folgenden in Gruppen von 1, 2 oder 3 Zei
hen auftau
hen. Dabei.Tau
ht nur ein Zei
hen auf, so ist die Deutung einfa
h. Z.B. bedeutet 6̄ das Vorhandensein einer6-zähligen Zähla
hse, bei der die Inversion ¯ na
h jeder Teildrehung angewendet wird. Bei Sym-bolen aus zwei Zei
hen sind die entspre
henden Symmetrieoperationen re
htwinklig zu einanderzu verstehen, d.h. bei 43 steht eine 3-zählige Dreha
hse senkre
ht zu einer 4-zähligen Dreha
hse.Anders ist dies bei Symbolen der Art 4/m. Dieses Symbol bedeutet, dass die 4 zählige Dreha
hsesenkre
ht auf die Spiegelebene m steht. Bei Symbolen mit drei Zei
hen verfährt man analog wiebei zwei Symbolen. Hier muss man dann natürli
h bei 432 alle drei Raumri
htungen ausnutzen.Wie aus den beiden letzten Teilabs
hnitten 2.1 und 2.2 bekannt kann man einen Kristall ni
ht nurdur
h eine einzige Elementarzelle, bzw. dur
h einen Satz von Gittervektoren bes
hreiben. Dennes gibt viele Netzebenen, die dieselbe Periodizitätsforderung erfüllen und so mit den jeweiligenNetzebenenabständen dhkl die �Wände� anderer Einheitszellen bilden können. Letztendli
h sindaber all diese Einheitszellen aufgrund ihrer intrinsis
hen Symmetrie auf die Grundform des Gittersreduzierbar.Grundlegend unters
heidet man in diesem Zusammenhang zwis
hen 7 vers
hiedenen Gruppen vonPunktsymmetrieoperationen, die jeweils einen gewissen Satz an Symmetrieoperationen umfassen.Diese Gruppen sind {1̄, 2/m, mmm, 4/mmm, 3̄m, 6/mmm und m3̄m} und repräsentieren gerade die 7 ver-s
hiedene Koordinatensysteme, die in Tab. 2.1 aufgelistet sind.Die jeweilige atomare Struktur des Kristallgitters kann nun natürli
h einzelne Elemente dieserGruppen von Punktsymmetrieoperationen aufheben. Denno
h bleibt die Zuordnung zu einem be-stimmten Kristallsystem bestehen. Man unters
heidet demna
h zwis
hen 32 Punktgruppen (sieheTabelle Tab. 2.2).Triklin Monoklin Rhombis
h Tretragonal Trigonal Hexagonal Kubis
h1̄ 2/m mmm 4/mmm 3̄m 6/mmm m3̄m� � mm2 4mm 3m 6mm �� � � 4/m 3̄ 6/m m3̄1 2 222 422 32 622 432m 4̄2m � 6̄m2 4̄3m� � � 4 3 6 23� � � 4̄ � 6̄ �Tabelle 2.2: 32 kristallographis
he Punktgruppen unterteilt in die 7 Grundgittertypen14



2.4 Stereographis
he Projektion

H

PSfrag repla
ements

P x
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x-y-Ebene
x′-z-Ebene

N

S ϑ

ϑ

ϑ
2

ϑ
2

ϕ

̺

̺P′n̂

Abbildung 2.4: Steregraophis
he Projektion: a) Gezeigt ist eine Netzebene, deren Flä
henpolP′ ist und der Punkt P der Projektion mit den Koordinaten ϕ und ϑ, bzw ̺. b) Äqua-torebene mit die De�nition der Länge ̺. 
) Die x′-z-Ebene ist die Ebene, in denen dieVerbindungsa
hse und die Normale liegen.2.4 Darstellung von Punktgruppen und beinhaltete Symmetrien:Stereographis
he ProjektionDie stereographis
he Projektion wird dazu verwendet die Relationen zwis
hen vers
hiedenen ma-kroskopis
hen Kristall�ä
hen bzw. beliebigen Netzebenen in 2dimensionaler Form darzustellen.Dazu muss die dreidimensionale Kristallstruktur in eine Ebene projeziert werden (Bezei
hnungenorientieren si
h an Abb. 2.4):
• Der Kristall wird in der einer Kugel mit dem Radius 1 so positioniert, dass die Äquatorebeneder Kugel mit der Ebene der stereographis
hen Projektion übereinstimmt.
• Ausgehend vom Mittelpunkt werden nun Lote n̂ auf die zu untersu
henden Kristall�ä
hengefällt und bis zur Kugel hin verlängert.
• Die S
hnittpunkte der Lote mit der Kugel nennt man Flä
henpole P′. Die Flä
henpole derNordhemisphäre werden mit dem Südpol S der Kugel verbunden, die der Südhemisphäremit dem Nodpol N . Die Dur
hstoÿungspunkte P dieser Verbindungsa
hsen dur
h die Äqua-torebene markieren die Koordinaten (ϑ, ϕ), bzw. (̺, ϕ) in der stereographis
hen Projektion.
• Ein Flä
henpol in der Nordhemisphäre wird dur
h einen ausgefüllten Kreis, ein Pol in derSüdhemisphäre dur
h einen Ring dargestellt. 15



2 Bes
hreibung von Kristallen2.4.1 Netzebenen und Zonen in der stereographis
hen Projektion: Das Wul�s
he NetzEs gibt zwei generelle Methoden, eine beliebige Netzebene in der stereographis
hen Projektiondarzustellen.Analytis
he Methode: Der erste eher analytis
he Weg beginnt mit der Bere
hnung des zugehöri-gen reziproken Gittervektors ~G na
h 2.7. Stellt man diesen Vektor in den kartesis
hen Koordinatender stereographis
hen Kugel dar, erhält man daraus die in Abb. 2.4 dargestellten Winkel ϑ und
ϕ:

h · a⋆ + l · b⋆ + l · 
⋆ = G =





cos(ϕ) sin(ϑ)
sin(ϕ) sin(ϑ)

cos(ϑ)



 (2.10)Aus der Teilgraphik 
) der Abbildung erhält man dann dur
h
̺ = R · tan

(
ϑ

2

) (2.11)den Abstand des Punktes vom Mittelpunkt in der stereographis
hen Projektion. Der Winkel ϕkann dabei direkt übernommen werden. Eine Umkehrung dieser Methode ist natürli
h direktmögli
h.Meridiane und Parallelen - Das Wul�s
hes Netz: Bei der Bes
hreibung von Meridianen undParallelen ist es sinnvoll in eine andere Notation bei der Bes
hreibung von Netzebenennormalenzu we
hseln (Abb. 2.5). Bei dieser anderen Notation wird ein Flä
henpol und damit au
h dieNormale wie auf der Erdkugel dur
h einen Breitengrad (Latitude) ψ und einen Längengrad (Lon-gitude) λ bes
hrieben.
PSfrag repla
ements

λ

ψ x
y

z
Abb. 2.5: De�nition derLongitude λ und La-titude ψ. Bea
hte dieÄnderung der Orientie-rung im Verglei
h zuAbb. 2.4 zur besserenAns
hauungWährend nun Meridiane alle Flä
henpole mit konstantem λ umfassen - das sind gerade dieGroÿkreise einer Kugel oder au
h Zonen genannt -, sind die so genannten Parallelen die Mengeder Flä
henpole bei konstantem ψ (Abb. 2.6).Das Wul�s
he Netz zeigt die stereographis
he Projektion der Medidiane und Parallelen. EineAusführung mit einer Änderung von 5◦ in λ für die Merdiane und ψ für die Perallelen ist inAbb. 2.7 dargestellt.16



2.4 Stereographis
he Projektion
PSfrag repla
ements
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PSfrag repla
ements x
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Abbildung 2.6: Meridiane - Flä
henpole konstanter Longitude λ - und Parallele - Flä
henpolekonstanter Latitude ψVerwendung des Wul�s
hen Netzes: Die graphis
he Methode Das Wul�s
he Netz kann manals graphis
he Methode für zwei prinzipielle Aufgabenstellungen verwenden, die Darstellung derstereographis
hen Projektion für eine gegebenen Menge an Flä
henpolen oder die Bestimmungvon Winkelbeziehungen von Flä
henpolen in einer gegebenen Projektion.Zunä
hst wird der erste Fall behandelt:

• Als erstes muss die Orientierung des Kristalls gegeben sein. Dies ist meist dur
h die Angabedes Flä
henpols im Mittelpunkt der stereoraphis
hen Projektion gegeben. Man sagt z.B.,man zei
hnet die stereographis
he Projektion in Ri
htung (1 1 1).
• Der zweite einzuzei
hnende Flä
henpol - der erste war der in der Mitte - kann bei einembeliebigen Drehwinkel ϕ in der Ebene eingezei
hnet werden. Relevant ist ledigli
h der Ab-stand vom Mittelpunkt, der si
h dur
h (2.8) ergibt. Dieser Winkel muss natürli
h in denEinheiten des Wul�s
hen Netzes abgetragen werden.
• Die nä
hsten Flä
henpole werden wie folgt eingetragen.� Zunä
hst wird wieder der Winkel des neuen Flä
henpols zum Flä
henpol in der Mittebere
hnet.� Nun wird das Wul�s
he Netz so lange um den Mittelpunkt gedreht, bis ein bereits be-kannter Flä
henpol den bere
hneten Winkelabstand zum Mittepunkt hat. Dieser Flä-
henpol be�ndet si
h nun auf demselben Meridian wie der einzutragende Flä
henpol,sie haben also dieselbe Longitude λ.� Die Latitude ψ ist der Winkel zwis
hen diesen beiden Flä
henpolen und wird wieder-um dur
h (2.8) bere
hnet. Abgetragen wird dieser Winkel in der stereographis
henProjektion entlang der Änderung der ParallelenBei der zweiten Aufgabenstellung verfährt man re
ht ähnli
h:
• Das Wul�s
he Netz muss so um den Mittelpunkt des Netzes gedreht werden, bis die beidenbetra
hteten Flä
henpole auf demselben Meriadian liegen 17



2 Bes
hreibung von Kristallen

Abb. 2.7: Wulfs
hes Netzmit ∆ψ = 5◦ und
∆λ = 5◦. Die Orientie-rung ist x:→ und y:↑.Weitere Ausführungenmit anderen ∆ψ und
∆λ in zwei Linienstär-ken ist hier verlinkt.

• Nun kann der Winkelabstand dur
h die Änderung der Latitude ψ vom einen Pol zum anderenabgelesen werden.Flä
henpole, die auf demselben Meridian liegen, gehören derselben Zone an. Orientiert man dasWul�s
he Netz so, dass die Zonenbeziehung zwis
hen mehreren Polen erkennbar ist, kann manau
h die Zonena
hse in die Projektion eintragen. Diese Zonena
hse ist normale auf die Zone unds
hlieÿt deswegen einen re
hten Winkel ein. Dieser re
hte Winkel wird in x-Ri
htung (Abb. 2.7)als ∆λ = 90◦ abgetragen.Darstellung von Punktgruppen mit Hilfe der stereographis
hen Projektion: Wie oben be-s
hreiben bilden die 32 Punktgruppen die irreduzible Grup-PSfrag repla
ements (4 d 1 )(2 
 .m2)(2 b m.2)(1 a ..2)m m2
Abbildung 2.8: Allgemeine(s
hwarz) und spezielle (far-big) Lagen der Punktgruppemm2

pe der Kombinationen von Symmetrieoperationen im drei-dimensionalen Raum ausgenommen der Translation. Dieeinzelnen Punktgruppen kann man nun anhand ihrer ste-reographis
hen Projektionen unters
heiden. Ausgehend voneinem beliebig vorgegebenen Flä
henpol mit den Miller-s
hen Indizes (h k l) werden nun die Symmetrieelement derPunktgruppe auf den Flä
henpol angewendet. Dadur
h er-geben si
h also weitere Flä
henpole, die aufgrund der bein-halteten Symmetrie ebenfalls in der Projektion auftau
henmüssen. Wird aufgrund einer Symmetrieoperation ein Flä-
henpol auf si
h selbst abgebildet, so hat man die allge-meine Lage verlassen und man reduziert die Zähligkeit derdargestellten Projektion. Diese Projektionen zeigen dannspezielle Lagen. Abb. 2.8 zeigt die stereographis
he Darstellung der Punktgruppe mm2. Sie gehörtzum orthorhombis
hen Koordinatensystem.18



2.5 Kristallstrukturen und verwendete KristalleDie Relevanz für den Versu
h liegt darin, dass die Symmetrien, die in der stereographis
henProjektion auftau
hen au
h in jedem Fall im Röntgenstreubild auftreten. Das Streubild kannnämli
h die Inversion ni
ht aufde
ken, so dass si
h die 32 Punktgruppen für die Röntgenstreuungzu 11 Lauegruppen reduzieren.Das bedeutet, dass das Röntgenstreubild eine hexagonalen Kristalls si
herli
h in mehreren Beu-gungsordnungen eine hexagonale Dreha
hse aufweisen wird, wenn er in (0 0 1)-Ri
htung zum ein-fallenden Strahl orientiert ist. Genauso zeigt ein kubis
her Kristall in (1 0 0)-Rri
htung eine vier-zählige und in (1 1 1)-Ri
htung eine dreizählige Dreha
hse im Beugungsmuster.Weitere Informationen und alle 32 Punktegruppen in stereographis
her Projektion sind in [Pub89℄zu �nden.2.5 Kristallstrukturen und verwendete Kristalle2.5.1 QuarzQuarz ist ni
hts anderes als Siliziumoxid SiO2 in einer speziellen Kristallstruktur. Anders als beiGalliumarsenid nehmen hier die beiden Konstituenten Si und O ni
ht die Positionen von Atomenin zwei Bravaisgittern ein. Stattdessen bildet ein Si-Atom
PSfrag repla
ements

SiO
Abb. 2.9: Helixstruktur desQuarzkristalls

das Zentrum eines Tetraeders, an dessen E
ken jeweils einO-Atom liegt (siehe Abb. 2.9). Da dies das sto
hiometris
heVerhältnis von 1 Si-Atom pro 2 O-Atome verletzt, ist jedesO-Atom an ein weiteres Si-Atom verknüpft, so dass jedes O-Atom des Tetraeders nur zur Hälfte zählt. Damit ein O-Atoman zwei Si-Atome in der bes
hriebenen tetraedris
hen Struk-tur gebunden sein kann, muss die Kristallstruktur wie folgtaufgebaut sein: Die erste Position eines SiO4-Tetraeders sei
(0 0 0). Dur
h eine Drehung um 120◦ und eine ans
hlieÿendeVers
hiebung in der kristallographis
hen 
-A
hse errei
ht mandie zweite Kristallposition (−a/2

√
3 a/2 c/3). Führt man dieseS
hraubendrehung erneut dur
h, errei
ht man die letzte Posi-tion der Einheitszelle (−a/2 −

√
3 a/2 c/3).In Abb. 2.9 sind zugunsten der Übersi
htli
hkeit nur eine He-lixstruktur über die Länge von 2 Einheitszellen dargestellt. Fügt man alle anderen Atome derElementarzelle hinzu, so erkennt man eine hexagonale Grundstruktur des Kristalls. Die Gitter-konstanten sind a = 4, 9124Å und c = 5, 40039Å.2.5.2 ZinkblendestrukturZinksul�d ZnS tritt als Festkörper in zwei Kon�gurationen auf, in der Wurzit- und in der Zinkblen-denstruktur. Bei der zweiten Struktur bilden die Zink und die S
hwefelatome für si
h genommenjeweils ein kubis
h-�ä
henzentriertes Gitter (f

). Zudem sind diese beiden Einzelgitter gegenein-ander um 1

4 entlang der Raumdiagonalen versetzt. 19



2 Bes
hreibung von Kristallen
PSfrag repla
ements a) b)ZnS tetragonale Bind.trigonale EZ

Abb. 2.10: ZinkblendeStruktur: a) dientzur Orientierung inder f

 Struktur. b)zeigt die für die Dia-mantstruktur typis
hetetraedis
he Struktur.Die Positionen der Atome der Einheitszelle bezügli
h des kubis
he Koordinatensystems sind:Zn: {(0 0 0), (0 1/2 1/2), (1/2 0 1/2), (1/2 1/2 0)}S: {(1/4 1/4 1/4), (1/4 3/4 3/4), (3/4 1/4 3/4), (3/4 3/4 1/4)}
(2.12)Ein weiteres Beispiel für Kristalle in der Zinkblendenstruktur ist das im Versu
h verwendeteGalliumarsenid. Die Gitterkonstante ist a = 5, 6533Å. Weitere Informationen zu diesem Kristall�ndet man z.B. in [Wik℄.Das Diamantgitter ist eine spezielle Form der Zinkblendestruktur, weil hier beide Atomsortenidentis
h sind. Kohlensto�, Silizium können in dieser Kristallstruktur kristallisieren.Die Positionen in der Wurzitkon�guration.Weiterführende Literatur zu diesem Thema ist in [Dem05℄, [Kle98℄ und in Kristallographie I vonWalter Steurer und Thomas Weber zu �nden.

20



3 Röntgenbeugung an Kristallen3.1 Allgemeine StreutheorieFür diesen Abs
hnitt emp�ehlt si
h die Standartliteratur zur Festkörperphysik.Die allgemeine Streutheorie von Photonen geht von folgender Vorstellung aus: eine einfallendeebene Welle mit einem Wellenvektor ko (|ko| = k = 2π/λ) dringt in die Materie ein und regtdie dort be�ndli
hen Atomelektronen zu S
hwingungen derselben Frequenz wie die einfallendeWelle an. Diese S
hwingungen haben die Emission von Kugelwellen zur Folge. Betra
htet wirdnun die Intensität aller gestreuten Wellen an diesen Beoba
htungspunkt. In dieser Ri
htung istder auslaufende Wellenvektor k. Da der Bre
hungsindex in Materie und Luft für nahezu 1 ist, giltzudem |k| = k. Die Amplitude der einfallenden Welle am Punkt P im Medium wird dur
h einen
Abb. 3.1: Allgemeine Streu-theorie
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ementsR
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Aufpunktvektor Ro und einen Vektor im streuenden Objekt r bes
hrieben:
AP (r, t) = Ao · e

iko·(Ro+r)−i ωo t (3.1)Am Punkt P kommt es nun mit einer Wahrs
heinli
hkeit f zur Emission einer Kugelwelle, derengenäherte Amplitude am Ort R+Ro des Beoba
hters dur
h
AB = AP (r, t) · f ·

ei k·(R−r)
R

(3.2)Um die Streuamplitude des gesamten Kristalls zu bestimmen, muss man über das Kristallvolumegewi
htet mit der Elektronendi
hte ̺(r) integrieren. So ergibt si
h die gestreute Intensität amBeoba
htungsort zu - nur diese Gröÿe ist im Experiment sinnvoll zugängli
h:
IGesamt
B =

A2
o

R2
f2 ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫Streu-volumen ̺(r)ei (

−q
︷ ︸︸ ︷ko − k)·~rd3r

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2 (3.3)Im Kristall ist die Raumladungsdi
hte eine gitterperiodis
he Funktion und kann als sol
he na
hreziproken Gittervektoren entwi
kelt werden:
̺(r) =

∑G ̺G · eiG·r ⇔ ̺G =
1

VEZ ·

∫

̺(r) · e−iG·r d3r (3.4)21



3 Röntgenbeugung an KristallenDie Summe, die in dieser Entwi
klung auftritt, kann aus dem Integral ausgekoppelt werden. Dasrestli
he Integral ist einfa
h zu bestimmen:
∫

ei (G−q)·~r d3r =

{
V für G = q
0 sonst (3.5)Es ergibt si
h also nur für die Beugungsbedingungq = k− ko = G (3.6)eine messbare Intensität (konstruktive Interferenz ) von

IGesamt
B =

A2
o

R2
N2 f2 · |̺q|2· (3.7)3.2 Die Laue-Glei
hungenMultipliziert man na
heinander die Beugungsbedingung (3.6) mit den Gittervektoren a, b und 
,so ergeben si
h wegen der Relationen 2.7 und (2.1) die drei Laue Glei
hungen:

(n̂− n̂o) · a = h · λ
(n̂− n̂o) · b = k · λ
(n̂− n̂o) · 
 = l · λ

(3.8)Dabei ist n̂ = k
k
und n̂o = ko

k
. Im Experiment ist n̂ und n̂o direkt zugängli
h. Dies Laue Glei-
hungen liefern drei Glei
hungen für die vier unbekannten Gröÿen h, k, l und λ. Eine Lösung desProblems ist ohne weitere Informationen über das System ni
ht mögli
h. Es ist allerdings bekannt,dass h, k und l ganze Zahlen sind. Deswegen müssen die beiden Gröÿen

h =
(n̂− n̂o) · a
(n̂− n̂o) · 
 · l und k =

(n̂− n̂o) · b
(n̂− n̂o) · 
 · l (3.9)ganze Zahlen sein. So lassen si
h alle vier Gröÿen ermitteln, wenn die Orientierung des Kristallszum Laborsystem bekannt ist. Das bedeutet, dass die Repräsentationen von a, b und 
 im äuÿerenkartesis
hen Koordinatensystem gegeben sein müssen.3.3 Die Ewaldkonstruktion und der reziproke RaumDie Beugungsbedingung (3.6) kann dur
h die Ewaldkonstruktion geometris
h interpretiert werden:

• In diesem Versu
h wird der Kristall mit poly
hromatis
her Röntgenstrahlung bestrahlt.Deswegen nimmt die Gröÿe k = |k| = ko| alle Werte im Intervall k ∈ [kmin, kmax] =
[2π/λmax, 2π/λmin] an. Während λmin dur
h (1.6) bestimmt ist, ist λmax nur dur
h den Inten-sitätsabfall bei höhen Wellenlängen begrenzt.

• Im reziproken Raum, der dur
h die reziproken Gittervektoren (2.2) aufgespannt wird, werdenzwei Kugeln mit den Radien kmin und kmax so gelegt, dass ihre S
halen si
h ledigli
h in einemreziproken Gitterpunkt berühren. Dabei sind die Verbindungsgeraden dieses Punktes mitden Mittelpunkten der beiden Kugeln gerade parallel zu einander (siehe Abb. 3.2).
• Die Beugungsbedingung wird nun für alle reziproken Gitterpunkte, die zwis
hen den beidenKugels
halen liegen, erfüllt. Dies ist andeutungsweise dur
h einen zweidimensionalen S
hnittdur
h den reziproken Raum in Abb. 3.2 gezeigt.22



3.4 Braggs
he InterferenzbedingungAbb. 3.2: Ewalds
heKonstrution: Dieeinzei
hneten Wellen-vektoren haben dieLängen kmin, kmaxund kmin < k < kmax.Alle reziproken Git-terpunkte innerhalbs
hra�erten Flä
heführen zur konstruk-tiven Interferenz inder entspre
hendenri
htungPSfrag repla
ements kminkmax
3.4 Braggs
he InterferenzbedingungDie Braggs
he Interferenzbedingung interpretiert die Beugungsbedingung als konstruktiven In-terferenz an den Gitternetzebenen des Kristalls. Der einfallende Strahl wird dabei gemäÿ demaus der Optik bekanten Re�exionsgesetz an der Netzebene re�ektiert. Ist der Gangunters
hiedzwis
hen den in Abb. 3.3 gezeigten �Strahlen� gerade ein Vielfa
hes der Wellenlänge, so ergibtsi
h konstruktive Interferenz.Der Gangunters
hied ∆s ergibt si
h dur
h

m · λ = ∆s = 2 dhkl · sin(ϑ) (3.10)gegeben. dhkl ist dabei der Netzebenenabstand, der si
h na
h (2.9) ergibt. m ist eine ganze Zahl.Ein Bre
hungsindex muss hier wegen der für Röntgenstrahlung sehr guten Näherung n ≈ 1 ni
htbetra
htet werden.Es ist mögli
h die allgemeine Äquivalenz zwis
hen den Laueglei
hungen (3.8) und (3.10) zu zeigen
Abb. 3.3: Braggs
he In-erferenzbedingung:Der einfallende Strahls
hlieÿt einen Win-kel von ϑ mit derNetzebene ein ds ds

PSfrag repla
ements ϑ

ϑ

dhkl
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3 Röntgenbeugung an Kristallen3.5 Formfaktor, Strukturfaktor und Auslös
hungsregelnDie Streuintensität (3.7) hängt vom Betragquadrat der Fouriertransformaierten der Raumladungs-di
hte ̺q ab. Die Integration in 3.4 erfolgt über die Einheitszelle des Kristalls. Man kann nun diegesamte Ladungsdi
hte als Summe der Ladungsdi
hten der einzelnen Atome der Einheitszelle mitdem Ursprung am Ort des jeweiligen Atoms ~rα au�assen kann: ~r = ~rα + ~r ′:
̺ ~G

=
1

VZ

∫Zelle ∑

α

̺(rα + r ′) · e−iG·r ′−iG·rα d3r′

=
1

VZ

∑

α

e−iG·rα ·

∫

̺α(r ′) · e−iG·r ′

d3r′

︸ ︷︷ ︸

fα

(3.11)
fα ist der Formfaktor des jeweiligen Atoms. Die gesamte Summe nennt man au
h Strukturfaktor :

SG =
∑

α

fα · e−iG·rα (3.12)(3.13)Der in (3.11) de�nierte Formfaktor fα ergibt si
h für einen Winkel θ zwis
hen ~G und ~r ′ und einradialsymmetris
hes Potential:
fα =

∫

̺α(r ′) e−iG·~r ′

d3r′ (3.14)
= −2π

∞∫

0

1∫

−1

̺α(r′) ei G r′·cos(θ) r′
2
d′ d cos(θ)

= 4π ·

∞∫

0

̺α(r′) · r′
2
·
sin(G · r′)

G · r′
dr′ (3.15)Als Beispiel sei die Struktursumme eines kubis
h-�ä
henzentrierten Kristalls mit einer Atomsorteangegeben:

Sf

G = f ·
(

1 + eπi (h+k) + eπi (k+l) + eπi (l+h)
)O�entsi
htli
h vers
hwindet Sf

G wenn zwei der drei ganzen Zahlen h, k und l gerade sind. Sol
heund viele andere Auswahlregeln ergeben si
h in Abhängigkeit der Verteilung der Atome in der Ein-heitszelle und der relativen Gröÿen der Formfaktoren bei Einheitszellen mit mehreren Atomsorten.Weitere Informationen sind in [Dem05℄ und in Physik der Röntgenstrahlung zu �nden.
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4 Versu
hsbes
hreibungIm folgenden sollen der Versu
hsaufbau, die Versu
hsdur
hführung und die Aufgabenstellungenbes
hreiben werden.4.1 AufgabenstellungenZunä
hst sollen die drei Aufgabenstellungen, die es in diesem Versu
h zu bearbeiten geht, be-s
hrieben werden. Die einzelnen Komponenten werden wenn ni
ht s
hon im theoretis
hen Teilges
hehen in den folgenden Abs
hnitten näher erläutert. Eine genaue Protokollierung der Vorge-hensweise und der Geometrien ist bei den Aufgabenteilen von elementarer Bedeutung. Eine Skizzezuviel ist kein Problem, eine fehlende Information über die Orientierung der Probe dagegen istna
h dem Versu
h meist ni
ht mehr zugängli
h.Orientierungsbestimmung: Für die beiden existierenden Imageplates (IP) ist si
herzustellen,dass die letzte Aufnahme gelös
ht sind. Dafür wird eine Probeauslesung mit dem FujibasIP Auslesesystem dur
hgeführt. Die IPs dürfen dabei nur mit den Saugnäpfen angehobenund bewegt werden.Ein α-Quartzkristall wird von den Studenten in den Probenhalter eingespannt und so aus-geri
htet, dass alle Winkel des Goniometers auf 0◦gestellt sind. Die Laue Kamera wird miteiner der gelös
hten IPs in Re�exionsstellung bestü
kt und mit einem Kollimatordur
hmes-ser von 0.8mm 8min bei einer Stromstärke von 30mA und einer Bes
hleunigungspannungvon 40 kV der Röntgenröhren beli
htet. Es ist unbedingt darauf zu a
hten, dass das Aufnah-megehäuse für die IP korrekt zusammengesetzt und in die Laue Kamera eingesetzt wurde.Ein Verglei
h mit der Aufnahme einer orientierten Probe aus Abb. 4.1 ist zu ziehen.Ziel dieses Aufgabenteils ist es die Orientierung der Probe auf die (110)-Netzebene wiederherzustellen. Dazu wird folgendermaÿen vorgegangen:
• Aus der ersten Aufnahme sind mit Hilfe des Greningernetzes drei ho
hsymmetris
heRe�exe zu ermitteln und identi�zieren. Ho
hsymmetris
he Re�exe äuÿern si
h dadur
h,dass si
h in diesem Punkten sehr viele Zonen s
hneiden und dass nur sehr wenigeRe�exe in der unmittelbaren räumli
hen Umgebung auftau
hen. Die Identi�kation derRe�exe erfolgt dur
h Messung der Winkelabstände zwis
hen den Re�exen mit Hilfedes Greningernetzes und dem Verglei
h mit theoretis
her Winkelabständen zwis
henniedrig indizierten Re�exen (h, k, l ∈ {−1, 0, 1}). Es ist ratsam eine sol
he Tabellevor Beginn des Versu
hs anzulegen. Für die Verwendung des Greningernetzes ist eineMessung des Abstands von Probe zum Kristall nötig.
• Die Orientierung des Kristalls erfolgt nun auf folgende iterative Methode. Aus denAufnahmen ist abwe
hselnd die Abwei
hung des (110)-Re�exes vom Mittelpunkt derAufnahme in λ und ψ zu bestimmen. Diese Abwei
hung wird in eine Drehung am Go-niometer übersetzt. Na
h Änderung eines Parameters wird jeweils eine neue Aufnahmedur
hgeführt. Mit Hilfe der ersten Aufnahme ist zunä
hst eine Korrektur des Winkels
ψ dur
hzuführen.

• Um einen reibungsfreien und zeitli
h e�zienten Verlauf zu garantieren sollte man na
hjeder Aufnahme und ans
hlieÿenden Auslesung darauf a
hten, dass die IP sorgfältig25



4 Versu
hsbes
hreibunggelös
ht wird. Dies kann man dur
h Beli
htung bei mäÿigem Sonnenli
ht innerhalb von10 Minuten errei
hen. O�ensi
htli
h ist es sinnvoll die IPs von Aufnahme zu Aufnahmezu we
hseln um Wartezeiten zu verkürzen.
• Der (110)-Re�ex sollte na
h Ende der Orientierungskorrektur nur no
h um maximal1◦ in λ und ψ vom Mittelpunkt abwei
hen. Es ist auf eine sorgsame Protokollierung dereinzelnen Aufnahmen zu a
hten. Insbesondere muss au
h si
hergestellt werden, dassdie Orientierung der Imageplate in der Laue Kamera genau bekannt ist.Abb. 4.1: Laue re
ord of aSiO2 
rystal in dire
-tion of re�e
tion. Thein
ident beam is paral-lem to the (110) sur-fa
e pole. The red mar-ked meridians are sym-metry equivalent. Themeridian lo
ated most-ly in the 1st qua-drant 
ontains the fol-lowing poles: (1 1 -1),(0 -1 0), (1 0 -1),(-1 -1 -1). The 
rossings ofthis meridian with theblue horizontal meridi-an and the blue ver-ti
al meridian are the(0 -1 0) and the (-1 -1 -1) poles, respe
tively.Indizierung einer Laue-Aufnahme: Ein Stü
k eines GaAs Wafer soll mittels Laserjustierung aufdie polierte (111) Ober�ä
he justiert werden. Aus der Laue-Re�ektionsaufnahmen sind dieMillers
hen Indizes der gut si
htbaren Re�exe zu bestimmen. Zudem sind die zugehörigenWellenlängen zu bere
hnen. Eine zwe
kmäÿige Fehlerpropagation wird angeraten.Folgende S
hritte sind dafür dur
hzuführen:
• De�nieren sie die A
hsen des Laborsystems. Wählen sie das System so, das einige derRe�exe auf der x- oder y-A
hse liegen.
• Bere
hnen sie die Ri
htungsvektoren ni, die von der Probe zu den Re�exen auf derImagePlateaufnahme führen, normieren sie diese (n̂i) und ermitteln sie den normiertenHinführenden-Vektor n̂o.
• De�nieren sie die Basisvektoren des Kristallsystems. Bestimmen sie die Transformati-onsmatrix M von Kristallsystem zum Laborsystem:rLS = M · rCS26



4.2 Komponenten des Versu
hsVerwenden sie die Tatsa
he, dass die Kristallober�ä
he ni
ht nur eine (110) Netzebeneist, sondern au
h senkre
ht auf der Ri
htung des einfallenden Strahls steht.Gibt es eine verbleibende Wahlfreiheit in der De�nition von M?
• Bere
hnen sie mit Hilfe von M die Darstellung der Basisvektoren des Gitters im La-borsystem und daraus wiederum die Gröÿen:

h′ =
(n̂i − n̂o) · a
(n̂i − n̂o) · 
 k′ =

(n̂i − n̂o) · b
(n̂i − n̂o) · 
für jeden Re�ex.

• Bere
hnen sie die Millers
hen Indizes hi, ki, li von den Gröÿen h′i und k′i für alle Re�exedur
h Wahl von li, so dass hi, ki, li ganze Zahlen sind. Bere
hnen sie die zugehöroenWellenlängen λi. Die Angabe sinnvoller Fehler s
hlieÿt die Aufgabe ab.Analyse der Filmaufnahme eines Quartzkristalls in Transmissionri
htung Der Quartzkristall ausdem ersten Aufgabenteil wird vom Betreuer mit gewissen Verkippung in der Laue-Kameraplatziert. Ein li
htemp�ndli
her Photo�lm wird in Re�ektions- und Transmissionsstellunginstalliert und für 10 Stunden (über Na
ht) beli
htet. Na
h der ans
hlieÿenden Entwi
klungder Aufnahme im Photolabor, sind die Re�exe der Transmissionsaufnahme auf eine Foliezu übertragen. Mit Hilfe des Leonhardtnetzes sollen 7 Meridiane extrahiert und in eine ste-reographis
he Projektion übertragen. Au
h die Position der einzelnen Re�exe werden in dieProjektion übernommen.In wel
hem Berei
h der stereographis
hen Projektion be�nden si
h die Re�exe der Trans-missionsaufnahme, wo die der Re�ektionsaufnahme?4.2 Komponenten des Versu
hs4.2.1 Si
herheitswarnungen und Gebrau
hsvors
hriften
• Beim Gebrau
h von Lasern ist auf die Verwendung von geeigneten S
hutzbrillen bzw. Jus-tierbrillen zu a
hten.
• Der Vers
hluss des Röntgens
hranks ist erst na
h Abs
halten der Röntgenstrahlung zu ö�-nen. Frühzeitiges Ö�nen kann aufgrund eines Not-Stops (Si
herheit) der Röhre zur S
hädi-gung derselben führen
• Dur
h die Selbstabs
haltung der Röntgenanlage bei unerlaubtem Ö�nen des Röntgens
hranksist man vor einer erhöhten Strahlenbelastung ges
hützt. Es ist ni
ht erlaubt, die Röntgen-röhre dur
h eine Überbrü
kung der Si
herheitsvorkehrungen zu starten.
• Um eine S
hädigung der Röntgenanlage vorzubeugen ist die Ho
hspannung der Röntgen-rühre in kleinen S
hritten zu erhöhen, d.h. in S
hritten von 0.1/kVs. Dasselbe gilt für denStrom: 0.1/mAs

• Die Röntgenanlage liegt zum Beginn des Versu
hs im Heizmodus vor. Vor dem Start derRöntgenröhre sollte die eingestellte Spannung und Stromstärke die Minimalwerte Vmin =
20 kV und Imin = 5 mA betragen. Na
h dem Ans
halten wird zunä
hst die Spannung auf27



4 Versu
hsbes
hreibung

Abbildung 4.2: Bedienung der Röntgenanlageden Maximalwert von Umax = 40 kV erhöht. Dana
h wird die Stromstärke auf maximal
Imax = [30]mA erhöht. Beim Auss
halten wird zunä
hst die Stromstärke heruntergeregelt,dana
h die Spannung.4.2.2 Laue-KameraIn Abb. 4.3 ist ein Photo der Laue-Kamera zu sehen. Man erkennt das Goniometer zusammenmit der Probe. In Re�ektions- und Transmissionsri
htung sind die Platten zu erkennen, in denendie Röntgen�lme bzw. die Imageplates eingelegt werden können Auÿerdem ist der Ans
hluss andie Röntgenröhre und das Kollimatorrohr zu erkennen.

Abbildung 4.3: Laue-Kamera28



4.2 Komponenten des Versu
hs4.2.3 LaserjustierungDie Laserjustierung ges
hieht mit einem Aufsatz für die Laue-Kamera, in dem jeweils in einemWinkel von 45◦ein Laserpointer und eine Photodiode angebra
ht sind. Ist die polierte Kristal-lober�ä
he gerade senkre
ht zum einfallenden Röntgenstrahl, dann wird der Laserstrahl an derOber�ä
he direkt in die Photodiode re�ektiert.An der Ans
hlussbox auf Abb. 4.4 wird zwis
hen dem blauen und roten Ans
hluss eine Spannungvon 10V angelegt. Die gelbe LED muss nun au�eu
hten. Das Multimeter wird mit dem gelbenund grünen Ans
hluss verbunden. Vor dem Ans
halten Lasers muss die Justierbrille aufgesetztwerden. Eine erste Justierung der Probe ges
hieht mit Augenmaÿ. Ist das Maximum der Spannungam Multimeter dur
h Variation der Orientierung des Kristalls gefunden, ist die Kristallober�ä
hezum einfallenden Strahl justiert.

Abb. 4.4: Vorri
htung zurLaserjustierung
4.2.4 Projektionen der Re�exeUm die Laue-Aufnahmen analysieren zu können, ist die Projektion der Laue-Re�exe auf dieDetektionsebene zu untersu
hen. Dur
h (3.6) ist zunä
hst nur ~k bestimmt. 29



4 Versu
hsbes
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PSfrag repla
ementsEinstrahlri
htung 90 − 2ϑ

Abb. 4.6: Geometrie derRefektion: Auf demS
hirm sind Re�exevon rei vers
hiede-nen Meridianen zuerkennen. Die darge-stellte Zonena
hse und
ϑgehört zum oberenMeridian auf demS
hirmPSfrag repla
ementsEinstrahlri
htung Abb. 4.5: Geometrie derTransmission: Auf demS
hirm dargestellt sindRe�exe, die zu zweivers
hiedenen Meridia-nen gehören
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D=35mmAbbildung 4.7: Greninger- (links) und Leonhardtnetz (re
hts). Greningernetz: Die innerenStrukturen (Mittelpunkt) entspre
hen den Werten λ = ψ = 0◦. Die Winkel erhöhen si
hvon innen na
h auÿen. Die gezeigte Einteilung beträgt 5◦ pro Stri
h. Leonhardtnetz: DerMittelpunkt entspri
ht Relexen zu den Flä
henpolen mit λ = 90◦, ψ = beliebig. Die Punk-te der horizontalen A
hse werden von den Re�exen mit λ = 0 und belibigen Werten für ψangenommen. Medidiane sind demna
h die elliptis
hen Strukturen. Ansonsten erhöht si
h
ψ von innen na
h auÿen. Die gezeigte Einteilung beträgt 5◦ pro Stri
h.30



4.2 Komponenten des Versu
hsProblematis
h ist, dass in der Laue-Beugung ni
ht die Flä
henpole direkt, sondern ledigli
hdie zugehörigen Laue-Re�exe zu erkennen sind. Das bedeutet, dass eine zusätzli
he Verzerrungberü
ksi
htigt werden muss. Wie au
h s
hon bei der stereographis
hen Projektion und dem Wul�-s
hen Netz ist es deswegen sinnvoll die Kurven der Meridiane und Parallelen in einem de�niertenWinkelabstand zu einem Netz zusammenzufügen, so dass eine einfa
he Bestimmung der Flä
hen-pole gewährleistet ist. Zu bea
hten ist dabei, dass im Gegensatz zum Wul�s
hen Netz hier derAbstand der Probe zum S
hirm relevant ist. Im Fall der Re�ektion spri
ht man vom Greninger - ,für die Transmission von Leonhardt-Netz (Abb. 4.7). In der Referenz [Ber65℄ wird die Parametri-sierung der Kurven in diesen beiden Koordinatennetzen hergeleitet. Abb. 4.5 und Abb. 4.6 gebeneinen Eindru
k über die Geometrie des Problems. Der Abstand der Probe zum S
hirm beträgt
|D| = 35 mm.Die Darstellung eines beliebigen Flä
henpols und die Umre
hnung zur stereographis
hen Projek-tion ges
hieht wie in Abb. 4.8 und Abb. 4.9 na
hzuvollziehen dur
h die folgenden Glei
hungen:Re�ektionsstellung:

D < 0

ϑ =
1

2
· arctan

(

−
r

D

) (4.1)
ρ = tan

(
ϑ

2
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= tan

[
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4
· arctan

(

−
r

D

)] (4.2)
Transmissionsstellung:

D > 0
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Abb. 4.8: Bere
hnung derKoordinaten im Gre-ningernetz
PSfrag repla
ements ϑ

ϑ
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ρ
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PSfrag repla
ements ϑ

ϑ
2

2ϑ

ρ

π − 2ϑ

r

D > 0 Abb. 4.9: Bere
hnung derKoordinaten im Leon-hardtnetz4.2.5 Filmentwi
klung und Imageplate-SystemFilmentwi
klung Die Entwi
klung der Röntgen�lme erfolgt in einer Dunkelkammer mit Hilfe vonEntwi
klungs- und Fixierungsbädern. Die Entwi
klungszeit beträgt etwa 1Minute, die Fixierungdauert etwa 7 Minuten. Dana
h muss der Film etwa 20 Minuten gewässert und s
hlieÿli
h 45Minuten getro
knet werden.Imageplate-System Der verlinkten Bedienungsanweisung ist unbedingt Folge zu leisten, um eineS
hädigung der Anlage zu verhindern.4.2.6 Literatur zu verglei
hbaren Versu
henWeitere Literatur �nden sie in den folgenden Links:
• Alexander Heide: Debye-S
herrer-Verfahren und Laue-Verfahren
• Tim Haupri
ht und Matthias Heidemann: Röntgenographis
he Methoden
• Carola Eyÿell und Tim-Oliver Husser: Kristallzu
ht und Röntgenbeugung
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